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Rozdzial 1

Aktualno$é problemu

Centra kontaktu z klientem (ang. call center) stanowia obecnie integralng czesé
wielu produktow i ustug oferowanych zaréwno przez przedsiebiorstwa jak row-
niez instytucje publiczne. Transformacja sposobu $wiadczenia ustug, z obowig-
zujacej do niedawna formy fizycznego przedstawicielstwa/obecnosci, w strone
$wiadczenia ustug w sposob zdalny za pomocs call center, rozpoczeta sie na
$wiecie w latach osiemdziesiatych a w Polsce na duza skale pod koniec lat dzie-
wiec¢dziesiatych ubieglego wielu i trwa do dzisiaj. Pozwolila ona na znaczaca
poprawe zaréwno standardéw obstugi jak réwniez dostepnosci $wiadczonych
ustug. W pierwszej kolejnodci call center zostaly wykorzystane przez przedsie-
biorstwa Swiadczace relatywnie proste ustugi na duza skale, przede wszystkim
w instytucjach finansowych — do masowej obstugi w sposéb zdalny klientow
detalicznych (bankowos¢ elektroniczna, obstuga kart platniczych), telekomuni-
kacji — jako podstawowy sposob kontaktu z klientem, biurach podrézy, liniach
lotniczych i wielu innych. W chwili obecnej trudno sobie wyobrazi¢ mozliwosé
funkcjonowania przedsiebiorstwa w jednej z tych branz, bez wykorzystania ustug
$wiadczonych na odlegtos¢ poprzez call center. Dodatkowym impulsem dla ich
rozwoju jest rowniez trend do outsourcingu tego typu ustug, dzieki czemu, gtow-
nie poprzez wykorzystanie efektu skali i koncentracji know-how, staly sie one
jeszcze bardziej efektywne, a co za tym idzie mozliwe do wykorzystania przez
wieksza liczbe zainteresowanych przedsiebiorstw, bez koniecznoéci drogich inwe-
stycji w infrastrukture.

Outsourcing ustug nie dotyczy jedynie rynku krajowego. Dzieki stosunkowo
niskim kosztom plac i duzej bazie wysoko wykwalifikowanej sity roboczej, Polska
jest jednym z lideréw pozyskiwania inwestycji w obszarze call center lub szerzej
BPO (ang. business process outsourcing) obshugujacych klientow z panstw wy-
soko rozwinietych. Wedtug raportu firmy ABSL (badanie na zlecenie Polskiej
Agencji Informacji i Inwestycji Zagranicznych) z 2014 roku call center / BPO z
kapitalem zagranicznym zatrudniaja w Polsce ok. 130 tysiecy osob (w tym ok.
60 tys. agentow call center) z perspektywami dalszego dwucyfrowego corocznego
wzrostu w najblizszych latach. W calej Unii Europejskiej call center zapewniaja
3,2 mln miejsc pracy (>1% zatrudnionych) a w najbardziej rozwinietych gospo-
darkach takich jak Stany Zjednoczone, Wielka Brytania czy Holandia do okoto
3% pracujacej populacji (Bain and Taylor, 2002, JLLResearch, 2017).

Dzieki znaczeniu gospodarczemu sektora call center oraz kompleksowosci
probleméw zwiazanych z oferowaniem tego rodzaju ushug, stalty sie one w ostat-
nich latach tematem wielu publikacji naukowych i dtugoterminowych projektow
badawczych. Przykladowo, opracowania (Aksin, Armony, and Mehrotra, 2007)



i (Gans, Koole, and Mandelbaum, 2003), zawierajace przeglad tematyki, powia-
zanych obszaréw badawczych i stosowanych w nich metod, maja odpowiednio
ponad 670 i 1420 cytowan, w tym odpowiednio 240 i 308 w latach 2015-2016.

Podstawowym zagadnieniem zwiazanym z zarzadzaniem call center, a co za
tym idzie z powiazanym obszarem badai, jest planowanie i optymalizacja iloscio-
wa zasobow ludzkich (ang. capacity management). Wynika to z jednej strony z
faktu, ze koszty osobowe stanowia 60-70% caltkowitych kosztow call center (Hol-
man, Batt, and Holtgrewe, 2007 lub Gans, Koole, and Mandelbaum, 2003), do-
datkowo, w odroznieniu od tradycyjnych przedsiebiorstw produkcyjnych, praca
call center jest zdeterminowana przez stochastyczng i wysoce zmienng w czasie
liczbe przychodzacych zadan obstugi. Dotyczy to w szczegdlnosci call center ob-
shugujacych ruch przychodzacy (ang. inbound), ktére stanowia wiekszosé tego
typu organizacji (ok. 78% wedlug Holman, Batt, and Holtgrewe, 2007). Doboér
odpowiedniej liczby wykwalifikowanych pracownikéw w stosunku do przycho-
dzacego — przypadkowego i zmiennego w czasie — ruchu ma kluczowe znaczenie
dla mozliwosci oferowania okreslonego rodzaju ustug na odlegtosé z okreslong
jakoscia, w tym réwniez pod postacia tzw. service level agreement bedacych
sformalizowang cze$cia uméw o Swiadczenie ustug. Mozliwosé lepszego wyko-
rzystania czasu i know-how zatrudnionych pracownikéow jest rowniez jednym z
gltownych powodoéw koncentracji obstugi klienta w przedsiebiorstwach za pomo-
cg call center. Jego planowanie i optymalizacja ma, co za tym idzie, kluczowe
znaczenie dla efektywnosci przedsiebiorstwa.

Znaczenie problemu planowania obsady w systemach obstugi ze stochastycz-
nym i zmiennym w czasie obciazeniem jest odzwierciedlona znaczaca liczba pu-
blikacji poswieconych temu zagadnieniu. Przyktadowo, aktualne publikacje —
(Defraeye and Nieuwenhuyse, 2015) oraz (Schwarz, Selinka, and Stolletz, 2016)
— zawierajace przeglad i klasyfikacje stosowanych obecnie w tym obszarze metod
obejmuja odpowiednio 241 i 210 referencji. Przyktadem prac prowadzonych w
tym obszarze w naszym kraju moga by¢ publikacje prof. dr hab. inz. Tadeusza
Czachorskiego i jego wspolpracownikéow (np. Czachorski et al., 2009, Bylina et
al., 2009), bedace wynikiem badan prowadzonych w kierowanym przez niego
Instytucie Informatyki Teoretycznej i Stosowanej PAN.

Ze wzgledu na to, ze proces przychodzacych zadan obstugi jest wynikiem
niezaleznych od siebie i wystepujacych z niska czestotliwoscia decyzji podejmo-
wanych przez populacje o duzych rozmiarach, stanowi on klasyczny przykltad
rozktadu Poissona co powoduje, ze systemy obstugi klienta sa na ogol mode-
lowane jako Markowskie systemy kolejkowe. Historia ich zastosowan w obsza-
rze badan operacyjnych siega pionierskich prac A.K. Erlanga z poczatku XX
wieku (Erlang, 1917), ktorych wynikiem byl m.in. model Erlang-C opisujacy
stany ustalone systemu kolejkowego M/M/S. Model ten, jak réwniez w nieco
mniejszym zakresie jego rozszerzenie umozliwiajace modelowanie roztaczenia sie
klientow oczekujacych w kolejce na polaczenie, zaproponowane przez C. Palma
(znane jako model Palm/Erlang-A) — réwniez wspolczesnie dominuje w zasto-
sowaniach praktycznych — gltéwnie ze wzgledu na latwosé implementacji i niska
ztozonosé obliczeniowa (Ingolfsson et al., 2007 lub Mandelbaum and Zeltyn,
2007). Co ciekawe, réwniez w przypadku bardziej dokladnych modeli kolejko-
wych uwzgledniajacych np. inne niz Markowskie, lub zalezne od stanu systemu
rozklady procesow obstugi (w tym rowniez opuszczenia systemu bez obstugi) —
ich stacjonarne przyblizenia stanowia wiekszo$¢ z aktualnie proponowanych w
literaturze metod modelowania zmiennych w czasie systemoéw obstugi, na przy-



klad we wspomnianym aktualnym przegladzie literatury — (Defraeye and Nie-
uwenhuyse, 2015), poswieconemu metodom planowania obsady dla zmiennego
w czasie stochastycznego obciazenia.

Doktadnos¢ modeli zaktadajacych stacjonarny stan systemu moze by¢ nie-
wystarczajaca w sytuacjach, gdy rzeczywisty stan systemu znaczaco odbiega od
jego stanu ustalonego (np. przy duzej zmiennosci procesu przychodzacych za-
dan obstugi i odpowiadajacych jej znaczacych zmian obsady lub przy dtugich
czasach obstugi). Problem adekwatnosci stacjonarnych przyblizen modeli kolej-
kowych uzywanych do analizy systeméw niejednorodnych w czasie byt przed-
miotem zainteresowania wielu badaczy. Na przyktad, w (Green and Kolesar,
1991) oraz (Green, Kolesar, and Soares, 2001) dokonano oceny doktadnosci me-
tod opartych o przyblizenia stacjonarne kolejkowego modelu M/M/S (Erlang-C)
z rozwiazaniem jego reprezentacji jako niejednorodny w czasie taiicuch Marko-
wa czasu ciaglego (ang. Continuous Time Markow Chain — CTMC) uwzgled-
niajacym stany nieustalone, uzyskanym przez numeryczne rozwiazanie ukladu
roéwnan rézniczkowych Chapmana-Kolmogorowa przy uzyciu metod Rungego-
Kutty. Wyniki poréwnania wskazaly na nieakceptowalne bledy modeli stacjo-
narnych w sytuacjach zblizonych do rzeczywistych. Podobne wyniki, uzyskane
przez poréwnanie stacjonarnych przyblizen bardziej zaawansowanych Markow-
skich kolejkowych modeli narodzin i $mierci, rozszerzajacych model Erang-C
m.in. o mozliwo$¢ opuszczenie kolejki bez obstugi lub réwnoczesne wykonywanie
potaczen wychodzacych, z wynikami symulacji Monte Carlo, podaje (Deslauriers
et al., 2007). W szczegolnosci dotyczy to sytuacji duzej zmiennosci modelu w
czasie. Ingolfsson w (Ingolfsson et al., 2007) dokonal poréwnania szesciu propo-
nowanych w literaturze metod obliczania zmiennych w czasie modeli call center
uzyskujac najlepsze rezultaty dla metody uniformizacji dajacej te same wyniki
co metody Rungego-Kutty przy znaczaco nizszych nakladach obliczeniowych.
W (Ingolfsson et al., 2010) autorzy zaproponowali metode planowania obsady
wykorzystujaca uniformizacje dla zmiennego w czasie modelu M;/M/S;, ktora
poréwnali z proponowanymi w literaturze metodami wykorzystujacymi roézne
przyblizenia stacjonarne tego samego modelu kolejkowego. Uzyskane wyniki po-
zwalaly uniknaé¢ naruszania ograniczen jakosci serwisu w wyniku btedéw przybli-
zen stacjonarnych, przy jednoczesnej redukcji kosztow osobowych wygenerowa-
nych grafikow obsady o ok. 11%. Niestety naktad obliczeniowy metody pozwalal
na jej praktyczne zastosowanie jedynie dla relatywnie maltych systemow (poni-
zej ok. 100 agentéw), m.in. ze wzgledu na zlozonosé obliczeniows wyznaczania
funkeji wynikowej (service level) w algorytmie optymalizacji obsady wynosza-
ca O(K?) w funkcji wielkoéci systemu. W artykule (Creemers, Defraeye, and
Nieuwenhuyse, 2014) autorzy wykorzystuja uniformizacje dla obliczania stanéw
nieustalonych niejednorodnego w czasie Markowskiego modelu czasu ciagtego, w
ktorym odwzorowuja inne niz Markowskie dystrybucje czaséw obstugi i cierpli-
wosci (w odniesieniu do procesu opuszczania systemu przed obstuga). Mozliwe
do modelowania wielkosci call center sg jednak réwniez ograniczone, wymaga-
nym naktadem obliczeniowym, do jedynie niewielkich systemow.

Inne proponowane metody modelowania zmiennych w czasie systeméw ko-
lejkowych, to symulacje Monte Carlo, ktére pozwalaja na praktycznie dowolne
odwzorowanie cech modelowanego systemu — niestety, naklad obliczeniowy (czas
symulacji) potrzebny do uzyskania zadowalajacej doktadnosci jest wielokrotnie
wiekszy niz przy metodach wykorzystujacych modele CTMC. Przykladami wy-
korzystania symulacji Monte Carlo do optymalizacji obsady sa m.in. (Cezik



and L’Ecuyer, 2008) lub (Feldman et al., 2008). Inna proponowana metoda jest
aproksymacja dyfuzyjna (eng. fluid/diffusion approximation), ktora wyrdznia
niski naktad obliczeniowy, pratycznie niezalezny od wielkosci systemu (wykorzy-
stywana do planowania obsady call center m.in. w Henken, 2007). Doktadnosé
tej metody ro$nie wraz z wielkoscia systemu, zwlaszcza w przypadku systeméow
przeciazonych (Whitt, 2006 lub Czachorski et al., 2009). Moze by¢ jednak ona
niezadowalajaca — dla jedynie sporadycznie przeciazonych zmiennych w cza-
sie systemow kolejkowych o wysokim service level — typowych dla wiekszosci
call center. Wyczerpujace poréwnanie metod proponowanych do modelowania
zmienno$ci w czasie dla systemow obstugi mozna znalez¢ m.in. w (Green, Kole-

sar, and Whitt, 2007).



Rozdzial 2

Metody naukowe stosowane podczas wykonania
badan

Rozprawa formutuje problem modelowania rzeczywistych systeméw obstugi przy
uzyciu matematycznej reprezentacji Markowskich modeli kolejkowych jako nie-
jednorodnych w czasie taiicuchow Markowa z czasem ciaglym.

W pracy dokonano analizy stosowanych obecnie algorytméw stuzacych do
modelowania takich systeméw pod katem ich wydajnosci obliczeniowej i mozli-
wosci jej poprawy, przy wykorzystaniu cech modelowanych systemoéw, jak row-
niez Scistego ograniczenia btedu uzyskanego wyniku. Zaproponowane w wyni-
ku tej analizy zmiany algorytmu uniformizacji z wykrywaniem stacjonarnosci
pozwalaja na znaczaca poprawe jego efektywnosci, dla praktycznie uzywanych
modeli rzeczywistych systemdéw obstugi, oraz $ciste ograniczenie bledu rozwia-
zania, co zostalo udowodnione w sposob formalny za pomoca matematycznej
analizy.

Praca wykorzystuje studia przypadku dla oceny doktadnosci i efektywnosci
numerycznych metod obliczania stanéw nieustalonych ww. modeli. W szczegol-
nosci, wykorzystano proponowany w literaturze zestaw danych rzeczywistych
w celu weryfikacji mozliwej do osiagniecia poprawy wydajnosci obliczeniowej
wynikajacej z zaproponowanych zmian.



Rozdzial 3

Glowny cel rozprawy

Gloéwnym celem pracy jest opracowanie i implementacja rozwiazania pozwalaja-
cego na modelowanie obstugi klienta w call center uwzgledniajacego zmiennosé
modelowanego systemu w czasie, z wydajnoscia pozwalajaca na jego praktyczne
zastosowanie do planowania i optymalizacji obsady. W szczeg6lnoéci powinno
ono pozwala¢ na odwzorowanie stanéw nieustalonych wynikajacych ze zmian
(natezenie ruchu, czas obstugi, obsada) realistycznego modelu uwzgledniajacego
m.in. ograniczona pojemnosé systemu, mozliwosé jego przeciazenia oraz mozli-
wos¢ rezygnacji klienta z obstugi.

Dodatkowym celem pracy jest weryfikacja osiagnietej poprawy wydajnosci
przy wykorzystaniu danych rzeczywistych - w szczego6lno$ci w zaleznosci od
wielkosci 1 obciazenia modelowanego systemu.



Rozdzial 4

Zadania do rozwigzywania

Praca obejmuje nastepujace zadania gléwne:

Implementacje zaproponowanego w pracy algorytmu w jezyku C+-+ umoz-
liwiajaca wydajne modelowanie rzeczywistych call center przy uzyciu wybra-
nych proponowanych w literaturze Markowskich kolejkowych modeli narodzin i
$mierci, uwzgledniajacych stany nieustalone wynikajace ze zmiennosci modelu
w czasie.

Przetestowanie dziatania algorytmu przy wykorzystaniu standardowych mo-
deli Erlang-C i jego rozszerzenia Palm/Erlang-A, jak réwniez proponowanych
w literaturze zaleznych od stanu modeli pozwalajacych na lepsze odwzorowanie
rozktadéw procesu opuszczania kolejki bez obstugi - w szczegolnosci rozszerzenie
modeli Erlang-C i Palm/Erlang-A o mozliwo$¢ natychmiastowego opuszczenia
kolejki, po otrzymaniu informacji o koniecznosci oczekiwania (ang. balking).

Przetestowanie teoretycznych zatozenn algorytmu dotyczacych wzrostu wy-
dajnosci i ograniczenia bledu rozwigzania, na przyktadach symulujacych sko-
kowe zmiany obsady oraz ciagle w czasie zmiany intensywnosci procesu zadan
obstugi dla typowych sytuacji obciazenia (przeciazenia) systemu. Przetestowa-
nie wplywu zalozen poszczegélnych, proponowanych w literaturze modeli na
poprawe wydajnosci w wyniku zaproponowanych zmian algorytmu uniformiza-
cji z wykrywaniem stacjonarnosci.

Weryfikacje mozliwego do uzyskania w praktyce polepszenia wydajnosci ob-
liczania wybranych modeli, przy uwzglednieniu wszystkich proponowanych mo-
dyfikacji algorytmu, dla rzeczywistych danych sredniej wielkosci call center.



Rozdzial 5

Wartosé teoretyczna

Praca zawiera propozycje modyfikacji szeroko stosowanego algorytmu uniformi-
zacji z wykrywaniem stacjonarnosci zaproponowanego przez Trivediego i jego
wspoltpracownikow (Muppala and Trivedi, 1992). Modyfikacja pozwala na unik-
niecie bledu przedwczesnego wykrycia stacjonarnosci analizowanego wczesniej
m.in. przez zesp6l Katoena z RTWE Aachen (Katoen and Zapreev, 2006, Ka-
toen et al., 2011, Zapreev, 2008) i sygnalizowanego rowniez przez inne zespoly
zajmujace sie wykorzystaniem modeli CTMC (up. Younes et al., 2006). Mody-
fikacja analizuje numerycznie funkcje konwergencji podporzadkowanego tancu-
cha Markowa czasu dyskretnego w algorytmie uniformizacji, w celu okreslenia
przewidywanego btedu zastapienia rozwiazania nieustalonego jego stacjonarnym
przyblizeniem, wyznaczonym z gory (przy uzyciu rownai rownowagi szczegoto-
wej w przypadku Markowskich kolejkowych modeli narodzin i $mierci). Modyfi-
kacja pozwala réwnoczesnie na wzrost efektywnosci dla modeli, ktorych rozktad
stacjonarny moze by¢ obliczony z wydajnoscia lepsza niz metoda potegowa (ang.
power method) — dla liczby iteracji odpowiadajacej dolnemu ograniczeniu (ang.
left truncation point) dystrybuanty dyskretnego rozktadu Poissona, okreslaja-
cego aktywno$é modelu w badanym okresie czasu. Dodatkowo zaproponowana
heurystyka redukcji stanéw, wykorzystujaca rowniez wyznaczone z gory rozwia-
zanie stacjonarne, pozwala na zmniejszenie zlozonosci obliczeniowej w funkcji
wielko$ci systemu, przy jednoczesnym Scistym ograniczeniu wzrostu btedu roz-
wiazania do z gory zalozonej wartosci.



Rozdzial 6

Warto$é praktyczna

Zaproponowane modyfikacje algorytmu uniformizacji z wykrywaniem stacjonar-
nosci pozwalaja na znaczaca poprawe wydajnosci obliczeniowej (>100 razy dla
sredniej wielkosci modelu dla danych rzeczywistych), co w polaczeniu ze zmniej-
szeniem ztozonosci obliczeniowej w funkcji wielkoci systemu z O(K?) do ok.
O(K*'3) umozliwia uzycie go do planowania i optymalizacji obsady dla prak-
tycznie dowolnych, spotykanych w praktyce wielkosci call center.
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Rozdzial 7

Akceptacja wynikéw przez spoteczno$é naukows

Wyniki pracy byly prezentowane na nastepujacych konferencjach:

International Interdysciplinary PhD Workshop - Miedzyzdroje, Maj 2015.
Computer Networks CN 2015 - Brunéw, Czerwiec 2015.
Computer Networks CN 2016 - Brunéw, Czerwiec 2016.

w trakcje recenzji znajduje sie obecnie réwniez publikacja planowana do
prezentacji na:

International Conference on Methods and Models in Automation and Robo-
tics (MMAR) - Miedzyzdroje, Sierpien 2018.

Czastkowe wyniki pracy zostaly opublikowane jako nastepujace, recenzowane
publikacje:

Burak M.:Inhomogeneous CTMC Model of a Call Center with Balking and
Abandonment, Studia Informatica, vol. 36, nr 2, 2015, s. 23-34,

Burak M.: Performance analysis of an inbound call center with time varying
arrivals, Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Szczeciniskiego. Service Management,
vol. 15, 2015, s. 5-11,

Burak M.:Application of an inhomogeneous CTMC model for a telephone
call center, Studia Informatica, vol. 37, nr 2, 2016, s. 15-27,

Burak M.:Computing discrete Poisson probabilities for uniformization algo-
rithm, Studia Informatica, vol. 38, nr 1B, 2017, s. 77-88,

Burak M., Korytkowski P.:Inhomogeneous CTMC Models of Birth-and-Death
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Rozdzial 8

Osiagniecia zglaszane w ramach obrony pracy

Praca przedstawia modyfikacje szeroko wykorzystywanego wariantu algorytmu
uniformizacji z wykrywaniem stacjonarnosci opublikowanego pierwotnie przez
Trivediego i jego wspolpracownikow (Muppala and Trivedi, 1992). Proponowa-
na modyfikacja daje szczeg6lnie korzystne wyniki dla niejednorodnych w czasie
tancuchow Markowa z czasem ciaglym, ktorych stan jest bliski ustalonemu przez
znaczaca czes¢ analizowanego okresu czasu i posiadaja pojedynczy stan ustalony,
ktory moze byé wyznaczony metoda o wydajnosci lepszej niz metoda potegowa,
na przyktad — dla kolejkowych Markowskich modeli narodzin i $émierci — przy
wykorzystaniu réwnan réownowagi szczegotowej. Proponowana modyfikacja zna-
czaco zwigksza jego wydajnosé, przy jednoczesnym $cistym ograniczeniu btedu
rozwiazania, dzieki uniknieciu problemu przedwczesnego wykrywania stacjonar-
nosci obecnego w dotychczas proponowanych implementacjach w.w. algorytmu.

Dodatkowo, zaproponowano modyfikacje zmniejszajace liczbe niezbednych
operacji mnozenia wektor macierz reprezentujacych zasadnicza czesé naktadu
obliczeniowego algorytmu uniformizacji, jak réwniez naklad obliczeniowy po-
jedynczej operacji mnozenia wektora i macierzy. W szczego6lnosci, wykorzysta-
ne zostaly specyficzne wtasciwosci Markowskich kolejkowych modeli narodzin i
$mierci. Dzieki regularnej strukturze macierzy intensywnosci przejéé takich mo-
deli, mozliwe byto unikniecie jej przechowywania w pamieci, co skutkuje 5-6
krotnym przyspieszeniem pojedynczej operacji mnozenia wektora i macierzy.

Dodatkowo, zastosowano metode redukeji standéw wykorzystujaca ponownie
metode obliczania rozktadow stacjonarnych, uzyta w modyfikacji algorytmu Mu-
pali i Trivediego, ktéra dzieki réwnoczesnemu zmniejszeniu nakladu pojedynczej
operacji mnozenia wektora i macierzy, jak réwniez niezbednej ich liczby, zmniej-
sza rowniez ztozono$é obliczeniowg algorytmu w funkcji wielkosci modelowanego
systemu z O(K?) na O(K*3).

Przewidywane korzysci wynikajace z zastosowanych modyfikacji algorytmu
zostaly przetestowane na przyktadach numerycznych symulujacych typowe sy-
tuacje dla zmiennych w czasie modeli rzeczywistych call center: jednego dla sko-
kowych dyskretnych zmian modelu wynikajacych ze zmian obsady oraz drugiego
symulujacego wplyw ciaglych w czasie zmian (o réznej predkosci) intensywnosci
procesu generujacego zadania obstugi. Ponadto, catosciowy wplyw zastosowa-
nych zmian na efektywnos$¢ proponowanego rozwiazania zostal przetestowany
przy uzyciu danych rzeczywistego call center amerykanskiego banku $redniej
wielkosci.

W poréwnaniu z dotychczas prezentowanymi w literaturze metodami wyko-
rzystujacymi niejednorodne modele CTMC, ktore byly ograniczone jedynie do
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modelu M/M/S; proponowana metoda umozliwia tatwa implementacje dowol-
nych Markowskich kolejkowych modeli narodzin i $émierci, w tym réwniez mode-
li zaleznych od stanu, pozwalajacych na odwzorowanie innych niz Markowskie
rozkladow czasu obstugi lub czasu cierpliwosci procesu opuszczania systemu bez
obstugi (ang. abandonment).

13



Rozdzial 9

Skrétowa prezentacja struktury i uktadu pracy

Pierwszy rozdzial pracy zawiera wprowadzenie do tematyki. Omawiane sa: czym
jest call center, jak mozna opisaé¢ podstawowy proces operacyjny call center ob-
stugujacego ruch przychodzacy, w szczegdlnosci przy wykorzystaniu modeli ko-
lejkowych. Opisywane jest rowniez znaczenie modeli dla zarzadzania operacyj-
nego, w szczegblnosci mozliwosé odwzorowania ilo$ciowych parametréw oceny
jakosci obstugi (ang. service level) bedacych podstawowym miernikiem efek-
tywnosci pracy organizacji, uzywanym m.in. do weryfikacji zapiséw service level
agreement, umoéw o §wiadczeniu ustug. Pokazane sa przyktady typowych takich
parametrow oceny (ang. key performance indicators - KPI) jak rowniez sposoby
ich obliczania przy wykorzystaniu mierzalnych parametrow (ang. performance
measures) rzeczywistych call center, badz tez wynikéw modelowania. Nastepnie
przedstawiony jest problem planowania obsady, ktory, ze wzgledu na znaczenie
kosztow osobowych, jest kluczowy dla efektywnosci organizacji.

Rozdzial drugi omawia zastosowanie kolejkowych modeli call center. Na
wstepie przedstawione jest krotkie wprowadzenie do reprezentacji Markowskich
modeli kolejkowych jako taricuchy Markowa z czasem dyskretnym (DTMCs) i
ciggtym (CTMCs), w tym roéwniez problem istnienia i osiagania stanu ustalone-
go dla tancuchéw Markowa z czasem dyskretnym wykorzystywany w propono-
wanej w pracy modyfikacji algorytmu uniformizacji. Nastepnie przedstawiana
jest klasa Markowskich modeli narodzin i $mierci na przyktadzie standardo-
wych modeli Erlang-B i Erlang-C. W dalszej czesci analizowana jest problema-
tyka adekwatnos$ci odwzorowania rzeczywistych call center za pomoca modeli
proponowanych w literaturze. Jako punkt wyjécia wybrano powszechnie sto-
sowany w praktyce stacjonarny model M/M/S (Erlang-C). Analizowana jest
jego, wynikajaca z przyjetych zaltozen, doktadnosé, jak réwniez proponowane
w literaturze modyfikacje, uwzgledniajace takie cechy systemow rzeczywistych
jak m.in. ich niejednorodno$é w czasie, konieczno$¢ odwzorowania abandon-
ment, jak réwniez innych niz Markowskie rozktadéw procesu obstugi. Dla wy-
branych modeli, wykorzystywanych w dalszej czesci pracy jako przykladowe do
analizy wydajnosci obliczeniowej proponowanych algorytmoéw, podane sg row-
niez sposoby wyznaczania typowych wykorzystywanych w praktyce performance
measures. Dotyczy to, w szczegolnosci, uwzgledniajacego abandonment modelu
M/M/S/K + M (Palm/Erlang-A) jak rowniez przyktadow M (n)/M/S/K oraz
M(n)/M/S/K + M modeli zaleznych od stanu. Na zakonczenie poréwnywane
sa metody optymalizacji obsady z wykorzystaniem modeli kolejkowych, wyko-
rzystujace zaro6wno ich przyblizenia stacjonarne, jak i metody uwzgledniajace
stany nieustalone modelu wynikajace z jego zmiennosci w czasie.
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Rozdzial trzeci jest poswiecony modyfikacjom algorytmu uniformizacji z wy-
krywaniem stacjonarnosci, zastosowanym dla niejednorodnych w czasie aricu-
choéw Markowa czasu cigglego, ktore sa gtownym osiagnieciem pracy. Punktem
wyjscia jest oryginalny algorytm rozwiazujacy jednorodne CTMCs, zapropo-
nowany przez Jensena w (Jensen, 1953) i jego rozszerzenie o wykrywanie sta-
cjonarnosci podporzadkowanego DTMC zaproponowane w (Muppala and Tri-
vedi, 1992), dla ktorego analizowane sa jego zlozono$é obliczeniowa i ograni-
czenie bledu rozwiazania. Nastepnie, bazujac na wlasciwosciach zbieznosci ww.
podporzadkowanego DTMC do stanu ustalonego, wyprowadzona zostaje pro-
pozycja modyfikacji, poprawiajaca efektywnos$é algorytmu, przy jednoczesnym
uniknieciu tzw. przedwczesnego wykrycia stacjonarnosci, wraz z analiza otrzy-
manego $cistego ograniczenia bledu rozwiazania. Nastepnie przedstawione jest
jego zastosowanie dla niejednorodnych CTMCs, wraz z analiza bledu rozwiaza-
nia. Finalnie, proponowane sa dodatkowe usprawnienia algorytmu, bazujace na
szczegolnych wlasciwosciach CTMCs, reprezentujacych Markowskie kolejkowe
modele narodzin i §mierci — w szczegdlnosci metoda redukcji stanow.

W rozdziale czwartym dysertacji prezentowane sa wyniki przeprowadzonych
dwoch, modelujacych reprezentatywne dla rzeczywistych call center sytuacje,
eksperymentéw numerycznych: pokazujacych wpltyw dyskretnych (skokowych)
zmian obsady, oraz zmieniajacej sie w sposob ciagly intensywnosci procesu przy-
chodzacych zadani obstugi. Na przykladzie o stalej intensywnosci strumienia
zgloszen pokazany zostal wplyw rodzaju zastosowanego modelu na szybkosé
zbieznosci do stanu ustalonego, po skokowej zmianie liczby serweréw, i wynika-
jace z tego oszczednosei czasu obliczen (liczby niezbednych operacji mnozenia
wektor macierz) dzieki mozliwosci aproksymacji stanu nieustalonego rozkladem
stacjonarnym, dla zalozonego z goéry bledu takiego przyblizenia. Dodatkowo,
zweryfikowany zostal blad rozwiazania, poprzez poréwnanie z wynikami obli-
czen bez wykorzystania wykrywania stacjonarnoéci. Przyktad o statej liczbie
serwer6éw zostal wykorzystany dodatkowo do pokazania wplywu zmiennodci in-
tensywnosci strumienia zgloszen, sredniego czasu obstugi (poprzez poréwnanie
okreséw nieprzeciazonych z okresami przeciazonymi, w ktorych role procesu "ob-
shugi" przejmuje proces abandonment) oraz wielkosci systemu, na mozliwa do
uzyskania redukcje naktadu obliczeniowego, dzieki wykorzystaniu proponowa-
nych modyfikacji algorytmu uniformizacji. Dodatkowo zbadany zostal wplyw
zaproponowanej heurystyki redukcji stanoéw na ztozonosé obliczeniowa w funk-
cji wielko$ci systemu.

Rozdzial piaty wykorzystuje dane call center $redniej wielko$ci amerykari-
skiego banku w celu weryfikacji mozliwej do uzyskania redukcji naktadu oblicze-
niowego w sytuacjach rzeczywistych. W szczego6lnosci uzyty jest zaproponowany
w aktualnej literaturze zbiér danych jednego miesigca, w celu skonstruowania
przykladowej prognozy ruchu i weryfikacji wynikéw modelu dla przyktadowe;j
obsady — analogicznie do procedury wykorzystywanej w metodzie optymalizacji
obsady zaproponowanej przez Ingolfsson et al., 2010.

Rozdzial szosty zawiera podsumowanie oraz proponowane kierunki dalszych
badan.

Czes¢ pracy, w szczeg6lnosci w rozdziatach 3, 4 i 5, wykorzystuje wtasne
publikacje autora: Burak, 2014, Burak, 2015b, Burak, 2015a, Burak, 2016, Burak
and Korytkowski, 2018, zgodnie z zasadami udostepniania publikowanych tresci
ich wydawcow.
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Rozdzial 10

Zawartos¢ pracy

W tym rozdziale omdwione sa proponowane modyfikacje algorytmu uniformiza-
cji dla modelowania cal center, zaproponowane w rozdziale trzecim dysertacji,
ktore sa gléownym osiagnieciem pracy. W pierwszej kolejnosci zostanie omoéwio-
ny oryginalny algorytm uniformizacji dla jednorodnych taiicuchéw Markowa z
czasem ciaglym, jak réwniez jego modyfikacja wykorzystujaca wykrywanie sta-
cjonarnosci, ze szczeg6lnym uwzglednieniem zlozonosci obliczeniowej oraz kon-
troli bltedéw. Nastepnie przedstawione zostaja propozycje modyfikacji ww. al-
gorytmu wykorzystujace wlasciwosci funkeji zbieznosci analizowanego modelu,
jak rowniez ich zastosowanie dla niejednorodnych CTMCs. Dodatkowo prezen-
towana jest heurystyka redukcji stanow, dla kolejkowych Markowskich modeli
narodzin i $mierci, obnizajaca ztozonos¢ obliczeniows algorytmu w funkcji wiel-
kosci analizowanego systemu. Nastepnie opisane sa eksperymenty numeryczne
przeprowadzone w celu weryfikacji przewidywanych rezultatéw naszych propo-

Zycji.
10.1 Metoda uniformizacji dla jednorodnych CTMCs

Algorytm uniformizacji nazywany réwniez randomizacja lub algorytmem Jen-
sena oferuje stabilna obliczeniowo i wydajna metode wyznaczania stanéw nie-
ustalonych jednorodnych CTMCs. Jego zaleta jest mozliwos$¢ ograniczenia btedu
rozwigzania do z gory zalozonej wartosci jak rowniez wydajno$é wyraznie prze-
wyzszajaca inne metody numerycznego rozwigzywania ukladow rownan réznicz-
kowych (np. metody Rungego-Kutty), co zostalo pokazane dla roznych analizo-
wanych modeli m.in. w (Grassmann, 1978), (Reibman and Trivedi, 1988), (Arns,
Buchholz, and Panchenko, 2010) lub dla modelu call center w (Ingolfsson et al.,
2007). Jest on réowniez standardowym algorytmem uzywanym przez pakiety do
analizy modeli opisanych przez CTMCs (m.in. PRISM — Kwiatkowska, Norman,
and Parker, 2017).

Jednorodny CTMC moze by¢ opisany jednoznacznie za pomoca generatora
infinitezymalnego (takze: macierzy tranzycji, macierzy intensywnosci przejsé) Q
zawierajgcego intensywnosci przejsé ¢;; z dowolnego stanu ¢ do stanu j jak réw-
niez poczatkowego wektora prawdopodobieristw stanéw m(0). Prawdopodobien-
stwa jego zaleznych od czasu (nieustalonych) stanow m(t) = [mo(t),. .., Tr(t)],
gdzie i (t) oznacza prawdopodobienistwo systemu znajdujacego sie w stanie k,
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moga by¢ opisane przez nastepujacy system réwnan rézniczkowych:

' (t) =n(t)Q (10.1)

Jego rozwiazanie za pomoca uniformizacji wymaga w pierwszej kolejnosci
utworzenia macierzy

P=1I+= (10.2)

ktora dla wspotezynnika uniformizacji o > maz;(|g;;|) jest macierza stocha-
styczna. Dodatkowo, przyjmujac

(at)*

Blat,i) = e™ ' — (10.3)
7!
jako prawdopodobienstwo wygenerowania doktadnie ¢ zdarzeri w przedziale cza-

su [0,t) przez dyskretny proces Poissona o intensywnosci a, otrzymuje sie
[ee]
w(t) = 7(0) S Blat, i) (P)’ (10.4)
i=0

Aby unikngé¢ pojawiania sie nowych niezerowych elementow (ang. fill-in) w rzad-
kiej macierzy P na skutek jej potegowania, mozna obliczy¢ alternatywnie sume:

m(t) =Y _ Blat,i)(r(0)P') =Y Blat,i)v(i) (10.5)
=0 =0

gdzie v(1) odpowiada wektorowi prawdopodobienstw stanow taricucha Markowa
czasu dyskretnego (DTMC) opisanego macierza prawdopodobieristw przejs¢ P
po i ewolucjach (krokach czasu dyskretnego), ktory moze zostaé wyznaczony
iteracyjnie:

v(0) = w(0),v(i) =v(i —1)P (10.6)

bez koniecznosci przechowywania w pamieci poteg macierzy P nie bedacych
macierzami rzadkimi.

Roéwnanie 10.5 moze by¢ interpretowane w sposéb probabilistyczny, jako
(dyskretny) proces Markowa z czasem dyskretnym (DTMC) napedzany pro-
cesem Poissona generujacym zdarzenia z intensywnoscia «. Poniewaz prawdo-
podobienstwo zajscia dokladnie ¢ przejs¢ DTMC w przedziale czasu [0,t) jest
rowne [B(at,i) — to, zgodnie z twierdzeniem o prawdopodobieristwie caltkowi-
tym, prawdopodobienistwa stanéw (CTMC) 7 (t), dla czasu t, beda rowne sumie
wektorow prawdopodobienistw DTMC odpowiadajacych wszystkim mozliwym
liczbom ewolucji (krokow) w [0,¢), wazonej prawdopodobienstwem ich wysta-
pienia, wynikajacym z (dyskretnego) rozkladu Poissona.

Aby obliczenie 7(t) byto mozliwe w skoriczonym czasie, oczywista jest ko-
niecznos¢ ograniczenia nieskoriczonego dodawania w 10.5 po k ewolucjach DTMC.
Otrzymana w wyniku tego wartoscé

T(t) = Z Blat, i) (i) (10.7)
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rozni sie od dokladnej wartosci m(t)oo — uzyskanej w wyniku nieskoriczonego
wykonywania dodawania — nie wiecej niz warto$é ogona dystrybuanty rozktadu
Poissona:

(oo = m(B)| <1 - Z el (10.8)

Analogicznie do propozycji zawartej np. w artykule (Reibman and Trivedi,
1988)) bedziemy okresla¢ k jako ograniczenie gorne (ang. right truncation point),
ktorego wartosé moze byé wyznaczona z géry dla zadanego ograniczenia bledu
rozwigzania (ang. error bound) €

Wraz z wzrastajacym at bedzie réwniez malato prawdopodobienistwo wysta-
pienia malej liczby zdarzenn w [0,t). Pozwala to na dalsze ograniczenie sumo-
wania tylko dla wektoréw prawdopodobietistw stanéw DTMC odpowiadajacym
liczbie ewolucji (zdarzeni generowanych przez proces Poissona), ktorych praw-
dopodobienistwo wystapienia jest istotne — tzn. rozpoczecia go od ewolucji I,
nazywanej ograniczeniem dolnym (ang. left truncation point). Rownanie 10.7
redukuje sie konsekwentnie do:

k

m(t) =Y _ Blat,i)v(i) (10.9)

i=l

gdzie wartosci [ 1 k sa okreslone (np. zgodnie z propozycja w Reibman and
Trivedi, 1988) jako:

(10.10)

m‘

Q

=

—
<. Q
-\/
l\’)\m
Mw

l\’)\m

Wartosci ograniczeni [ i k jak réwniez mezqune wartosci prawdopodobienstw
wystapienia | < n < k zdarzen wygenerowanych przez proces Poissona, moga
byé wyznaczone z gory np. przy uzyciu algorytmu zaproponowanego w Burak,
2017 — bedacego rozwinieciem popularnego algorytmu Foxa-Glynna (Fox and
Glynn, 1988).

10.1.1 Zlozonos$é obliczeniowa

Podstawowym czynnikiem determinujacym ztozono$é¢ obliczeniows algorytmu
uniformizacji jest konieczno$¢ obliczenia k ewolucji podporzadkowanego DTMC
tzn. dokonania k operacji mnozenia wektora v (i) (0 < ¢ < k) i macierzy P o
rozmiarze K + 1 gdzie K oznacz wielko$é¢ systemu. W przypadku Markowskich
kolejkowych modeli narodzin i $§mierci macierz P jest trojdiagonalna, w zwigz-
ku z tym zaréwno zlozonosé¢ obliczeniowa mnozenia wektor macierz (MVM)
jak i zapotrzebowanie na pamieé¢ zaleza liniowo od wielkosci systemu. Wraz ze
wzrostem at rozklad Poissona, bedzie, zgodnie z centralnym twierdzeniem gra-
nicznym, zbiezny do rozktadu normalnego. W zwiazku z tym mozna zalozyé,
ze dolne i goérne ograniczenia [ i k beda asymptotycznie symetryczne do warto-
$ci oczekiwanej. Liczba ewolucji bedzie w zvvladzku z tym wynosita l+k (zalezne
liniowo od at) powickszona o dodatkowe 2% ewolucji (MVM) komecznych do
uzyskania zadanej doktadnosci, ktorych liczba jest zalezna od pierwiastka warto-
$ci oczekiwanej (tzn. Oy/at) i wymaganej doktadnosci e. W szczegolnosci koszt
uzyskania wyzszej dokladnosci rozwiazania maleje proporcjonalnie z ot (wysoka
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aktywnos$¢ modelu lub dlugie przedzialy czasu). Dla modeli, w ktorych liczba
serwer6éw jest proporcjonalna do wielkosci systemu oraz takich, ktére modeluja
proces abandonment o wykltadniczym rozktadzie cierpliwosci (np. Palm /Erlang-
A 1 jego rozszerzenia), wspolczynnik uniformizacji o bedzie rost liniowo wraz ze
wzrostem K — w zwiazku z tym catkowita zlozono$¢ obliczeniowa bedzie O(K?t).
Wyzsze wartosci [ powoduja zmniejszenie liczby wektorow v(i) (I < i < k) bio-
racych udzial w wazonej (prawdopodobienistwami wynikajacymi z dyskretnego
rozkladu Poissona) sumie — oszczednosé z tego wynikajaca jest jednak nieznacz-
na za wyjatkiem sytuacji, kiedy mozliwe byloby wyznaczenie v(l) w sposob
bardziej wydajny niz za pomoca metody potegowe;j.

10.1.2 Uniformizacja z wykrywaniem stacjonarnos$ci

Roéwnanie 10.6 jest rownowazne metodzie potegowej wyznaczania ewolucji DTMC.
Jezeli DTMC opisany macierza P jest nieprzywiedlny i nieokresowy, to bedzie
posiadal jedno rozwiazanie ustalone (stacjonarne), niezalezne od poczatkowe-
go wektora prawdopodobieristw stanow v(0) = 7(0), do ktorego 10.6 bedzie
zbiezne. W przypadku gdyby DTMC opisany przez P osiagnal stan stacjo-
narny przed dolnym ograniczeniem [ dalsze operacje mnozenia wektor macierz
nie bylyby potrzebne. Wykorzystanie tego faktu w algorytmie uniformizacji zo-
stalo zaproponowane pierwotnie przez Muppale i Trivediago w (Muppala and
Trivedi, 1992). Proponowana przez nich modyfikacja zaktada, ze DTMC opi-
sany przez P ma jedno ustalone rozwigzanie v(o0) i ze po S ewolucjach 10.6
|[v(o0) — v(S)||, < 6(S), gdzie ||.||, jest dowolnie wybrana norma. Rownanie
10.9 przybiera wtedy forme:

v(S) jezeli S <1,
5 (at)’ § o)
(t) = V(i)e_o‘t,—' +r(S)(1—) e =) Jezelil < S <k,
il i!
i=l i=0
tak jak 7(t) w (10.9) jezeli S > k
(10.11)

gdzie 7 (t) uzyte zamiast of 7(t) oznacza aproksymacje nieustalonego stanu przez
wykryty stacjonarny wektor prawdopodobieristw stanu v(.5).

W celu zapewnienia tego samego ograniczenia btedu rozwigzania € w przy-
padkach kiedy stacjonarnosé¢ zostala wykryta, w (Malhotra, Muppala, and Tri-
vedi, 1994) zostalo zaproponowane zachowanie nastepujacej nieréwnosci:

I (t) — 7 ()] < % +26(5) (10.12)

Przedstawiona przez nich analiza bledu zaktada jednak, ze btad uzyskanego
(wykrytego) stanu stacjonarnego w odniesieniu do doktadnej wartosci stanu
ustalonego jest znany (mniejszy od zalozonego ograniczenia bledu) — dyskusje
ich propozycji mozna znalez¢ m.in. w (Younes et al., 2006).

10.2 Zmodyfikowany algorytm uniformizacji z wykrywa-
niem stacjonarnosci

Jezeli zbieznosé metody potegowej jest zapewniona, to za (Stewart, 2009), liczba
jej iteracji k niezbedna do uzyskania doktadnosci rozwigzania lepszej niz & moze

19



byé wyznaczona w przyblizeniu z zalezno$ci:

!
o~ g tm,, b~ 1098 (10.13)

logp
gdzie p jest rzedem wielkoSci wartosci wlasnej Ao macierzy P

L=l > [IA2ll = [[As]]-. = IAn]] (10.14)

Zozonos¢ obliczeniowa algorytmu uniformizacji w przypadku wykorzystania
wykrycia stacjonarnosci wynosi konsekwentnie O(n log€/log|\z]). Jak wskazano
w Katoen and Zapreev, 2006 powyzsza zalezno$é¢ zalezy od zbieznosci postepu-
jacej geometrycznie co wymaga uzycia normy maksimum (ang. total variation
norm) 1°°, zdefiniowanej jako ||V||c = max;|v;|.

Poniewaz warto$¢ wlasna macierzy nie jest na ogédl znana (latwa do obli-
czenia z gory) zwyczajowo wykrycie zbieznosci nastepuje poprzez wyznaczenie
normy roéznicy wektoréow kolejnych iteracji:

lvi(k) — vi(k —m)| < ¢ (10.15)

Na przyktad Stewart, 2009 proponuje testowanie réznicy wynikow co m ite-
racji, gdzie m powinno zaleze¢ od szybkosci zbieznosci:

[ vi(k) —vi(k —m)|
mazx; ( BRG] ) <¢ (10.16)

isugeruje zastosowanie dodatkowej "baterii testow" w celu zapewnienia, ze przy-
blizenie v(S) bedzie wystarczajaco dokladne.

Zasadniczym problemem tej propozycji jest naktad potrzebny do zapewnie-
nia, ze v(S) jest ustalony, czyli ze blad 6(S) moze byé¢ traktowany jako po-
mijalny. Dodatkowo moze nastapi¢ tzw. przedwczesne wykrycie stacjonarnosci
prowadzace do znaczacych bledéw takiej aproksymacji omawiane na przykltad
w (Katoen and Zapreev, 2006) i (Younes et al., 2006). Wedlug (Bolch et al.,
2006) nie jest rowniez mozliwe okreslenie z gory punktu, w ktorym v(i) bedzie
bliski stanowi ustalonemu z goéry zatozonym marginesem btedu.

W pewnych przypadkach, mozliwe jest jednak wykorzystanie faktu, ze ist-
nieje tatwy sposéb wyznaczenia z gory doktadnej wartosci rozktadu stacjonar-
nego. W szczegblnosci w przypadku Markowskich kolejkowych modeli narodzin i
$mierci mozemy uzy¢ w tym celu rownan rownowagi szczegotowej (np. w spos6b
opisany w Stewart, 2009 lub Ingolfsson and Tang, 2012). W zwiazku z tym —
zamiast obliczaé¢ kolejne iteracje DTMC w (10.6) do momentu az bedzie mozna
w uzasadniony sposob przyjaé, ze v(S) jest ustalony (np. wykonujac propono-
wane w literaturze testy na zbieznosé¢) —mozna, jak zaproponowano pierwotnie
w Burak, 2014, uzy¢ doktadnej, wyznaczonej z gory wartosci v(oco) (zamiast
v(S), proponowanego w Muppala and Trivedi, 1992) jako przyblizenie #(t) rze-
czywistego 7(t), w sytuacji, kiedy btad takiego przyblizenia, ktory jest obecnie
doktadnie znany, jest dla pewnej iteracji s w (10.6) (gdzie s < I dla [ przy ea
jak w (10.9)) mniejszy od zalozonego ograniczenia bledu rozwiazania:

[[v(s) = v(o0)]loo
[[(00)[loo

<6 (10.17)
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Pozwala to na pominiecie kolejnych iteracji DTMC v(i), i > s w celu oblicze-
nia 7w(t) jak w (10.5), dzieki uzyciu v(c0) jako przyblizenia #(t) dla rozwiazania

m(t):

v(o0) jezeli s <,
~ _ s " i s ; ;
7(t) ; I/(i)e*at (O;') + v(o0)(1— 2 e—ot (0;) ) jewelil < s <k,
tak jak 7(¢) w (10.9) jezeli s > k
(10.18)

Roznica pomiedzy tak uzyskanym przyblizeniem a dokladng wartoscia 7 (t) oo
otrzymana przy zalozeniu braku ograniczeri sumowania (tzn. dlal =01k = 00)
jest réwna:

Too(t) — 7(t) = Z(u(i)—u(oo))e—at@ (10.19)

ktora, w zwiazku z tym ze v(i) i v(oco) sa wektorami stochastycznymi, a co za
tym idzie V : j |v;(i) — vj(00)| < 1 oraz dla s < [, norma pierwszej sumy jest
$cidle ograniczona przez:

S

€s = Q/\(S) = Ze—at(an)i ,€s < €A (1020)

‘ 2
=0

Dodatkowo, z pierwotnego zatozenia wynika ze:

(at

i
i') <1

Vi > s:||v(i) — v(00)|leo < 8]|¥(00)]|co, 1 Z e
i=s+1

Wynikajacy btad aproksymacji 7 (t) przez v(oco) jest, konsekwentnie, ograniczony
do:

€A
2

Jak wskazano w 10.13 szybkosé¢ zbieznosci v(i) do v(o0), zdefiniowana jako
zmiana logarytmu bledu (normy réznicy obu wektoréw), bedzie dazyta asymp-
totycznie do stalej wartosci zaleznej jedynie od warto$ci wlasnej Ao macierzy
P. Niestety wartos¢ ta nie jest na ogo6l znana, podobnie jak dokladna funk-
cja szybkosci zbieznosci w zaleznosci od liczby iteracji cr(i) — co pozwolitoby
ewentualnie na okreslenie z gory btedu rozwiazania dla dowolnej iteracji lg > .

Niemniej jednak mozna, dla dowolnej iteracji ¢, obliczy¢ logarytm aktualne-
llv(3) —v(o0) |l o

lv(c0) e T BT R : )
rozkladu ustalonego. Dodatkowo, postugujac sie jego weze$niejszymi wartoscia-

mi, mozna wyznaczy¢ aktualng wartos$é funkcji szybkosci zbieznosci oraz jej

[7(t) = 7 (t)lloo < €5 4 6][(00)[loc €5 < (10.21)

go bledu rozwigzania , postugujac sie wyznaczona z goéry wartoscia
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pochodnych. W zwiazku z tym, korzystajac z faktu, ze szybkos¢ zbieznosci da-

zy asymptotycznie do pewnej stalej wartosci (jak w (10.13)) mozna obliczy¢ z

(ls)=v(o0)|leo

wyprzedzeniem blad L el uzywajac rozwiniecia Taylora:

- ()

g (1A= o

[(50) [l

(ls —1)?

51 er' (i) (10.22)

> + (g —der(i) +
7z rosnaca asymptotycznie doktadnoscia, jako ze lim; oo (cr’(i)) — 0.

Zaktadajac nastepnie pewne lg mniejsze niz dolne ograniczenie ! (zdefinio-
wane jak dla ea w (10.9)), takie ze €, bedzie rowne dystrybuancie dyskretnego
rozktadu Poissona jak w (10.20) i pomijalnie mate (np. € = ea x 1072) to —
pomimo ze dla pewnego i < g relatywny btad v(4) jest wyzszy niz ograniczenie
d (jak w 10.17) — mozna o ile d;, < & wyznaczony zgodnie z (10.22) zaprzestaé
dalszego iterowania podporzadkowanego DTMC i wykorzystaé v(oo) jako 7 (t)

v(o0) jezeli 074 <4,

(10.23)

ns
S et s s
i!
i=l
Blad uzyskanego rozwiazania bedzie $cisle ograniczony zgoduie z (10.21) dla
zastepujacego wtedy €5 i §;, zastepujacego § do:

€lg

€A

I7(t) = & ()lloc < €15+ disllr(00)loo s < = (10.24)

10.2.1 Zastosowanie zmodyfikowanego algorytmu unifor-
mizacji z wykrywaniem stacjonarnosci dla niejed-
norodnych w czasie CTMCs

Jedna z najwazniejszych wlasciwosci rzeczywistych systemow call center, ktore
nalezy uwzgledni¢ przy ich modelowaniu jest ich zmiennos$é w czasie. Wynika
ona ze zmiennego w funkcji czasu natezenia procesu zadan obstugi co powoduje
konieczno$¢ zapewnienia odpowiedniej (zmiennej w czasie) liczby serweréw w ce-
lu zapewnienia wystarczajacej jakosci obstugi. Powoduje to niejednorodnosé (w
czasie) taricucha Markowa czasu ciaglego opisujacego wybrany model kolejkowy.
Pomimo, ze algorytm uniformizacji zaktada jednorodnosé badanego modelu w
analizowanym okresie czasu, mozliwe jest rowniez zastosowanie go dla systemow
zmiennych w czasie, o ile zmiany w ) zachodza w sposéb dyskretny, zastepujac
niejednorodny w czasie model szeregiem jednorodnych w poszczeg6lnych odcin-
kach czasu — jak to zostalo zaproponowane m.in. w (Gross and Miller, 1984),
(Rindos et al., 1995) or (Arns, Buchholz, and Panchenko, 2010). Nalezy w tym
celu podzieli¢ analizowany odcinek czasu [0,7) na mniejsze odcinki (kroki) o
dlugosci A. Nastepnie, dla kazdego z takich krokow, zostaje wyznaczony (nie-
ustalony) rozktad prawdopodobiernistw na jego koniec wykorzystywany nastepnie
jako poczatkowy rozktad prawdopodobienstw stanu kolejnego kroku.
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Zmiany w @ w funkcji czasu moga wystepowaé¢ w przypadku modelowania
call center w sposéb dyskretny na skutek zmieniajacej sie obsady lub w sposéb
ciggly dla procesu zadan obstugi. W przypadku wykorzystania modelu do opty-
malizacji obsady, zmiany liczby agentéw nastepuja jedynie na poczatku okreséw
planowania (o dtugosci na ogét 15 lub 30 minut) a dane prognoz przychodzace-
go ruchu sa zazwyczaj agregowane w nieco krotszych odcinkach czasu (5 do 15
minut). W zwiazku z tym mozna zalozy¢, podobnie jak m.in. Ingolfsson et al.,
2010 dyskretna nature zmian modelu w czasie.

W przypadku, gdyby dostepne byly prognozy ruchu o charakterze ciagglym,
mozliwe jest wykorzystanie metody zaproponowanej w (Arns, Buchholz, and
Panchenko, 2010) umozliwiajacej taka dyskretyzacje zmiennego w czasie nate-
zenia ruchu przychodzacego, w ktorej punkty podziatu odcinka czasu na kroki sg
generowane tak, aby btad powodowany przez taka aproksymacje nie przekraczat
z gory ustalonej wartosci.

Jedna z najwazniejszych zalet algorytmu uniformizacji jest mozliwo$¢ ogra-
niczenia z gory bledu rozwiazania. Dodatkowo, mozna pokazaé¢ (Van Moorsel
and Sanders, 1997), ze blad analizy podzielonego na jednorodne odcinki prze-
dzialu czasu jest zawsze mniejszy niz suma btedéw takich nastepujacych po
sobie krokow rozwiazania.

Mozna sformutowaé to w sposéb nastepujacy: dla odcinka czasu o dtugosci
T ze znanym poczatkowym rozktadem prawdopodobienistw stanow 7(0), mozna
zalozy¢, ze dla kazdego 7(7), 7 = (0,T], wartosci prawdopodobienistw stanow
powinny by¢ wyznaczone z btedem mniejszym niz ep. Dalej zaklada sie, ze btad
po obliczeniu dowolnego 7(t),t < T wynosi £ < ep. Wynika z tego, ze:

e+ ea <er, Y Ai=T—t (10.25)

W zwiazku z tym gorna granica btedu po kroku o dtugosci A zaczynajacym
sie od t wyznaczanym z ograniczeniem btedu ea bedzie wynosita:

Et+A — €t + €en (1026)

zgodnie z propozycja w (Arns, Buchholz, and Panchenko, 2010), jezeli eg =
er — € jest pozostajacym ograniczeniem btedu, to wtedy w kroku o dlugosci
A < (T —t) z poczatkowym rozkladem (t) jego ograniczenie btedu powinno
Wwynosic:

€A SER (10.27)

T—1t
aby nie przekroczy¢ w zadnym momencie analizowanego odcinka czasu T glo-
balnego ograniczenia btedu er. Propozycja ta zaktada wiec podzial limitu btedu
proporcjonalnie do dlugosci krokéw. Pomimo, ze wydaje sie to intuicyjnie wia-
$ciwe, warto rozwazy¢, w nawiazaniu do wspomnianej wcze$niej ztozonosci obli-
czeniowe] potrzebnej do uzyskania dodatkowej doktadnosci wynoszacej asymp-
totycznie O(v/at), wigksze wartosci ograniczenia btedu dla krokéw z mniejszym
at (tzn. krotsze odcinki czasu lub mniejsza aktywnosé modelu). Alternatywnie,
mozna, ograniczajac blad poszczegolnych krokow (zwlaszeza w przypadku mo-
deli o duzej wielkosci), zwiekszy¢ pozostajacy do "wykorzystania" globalny limit
bledu jako dopuszczalny btad aproksymacji rozkladem stacjonarnym o (jak w
(10.17)). Jest to mozliwe, poniewaz w wypadku w ktorym DTMC opisany przez
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P jest nieprzywiedlny i nieokresowy, to posiada on jedynie jeden stan ustalony
niezalezny od wartosci poczatkowej 7(0). W zwiazku z tym blad aproksymacji
rozkladem stacjonarnym dla dowolnego kroku [t,t + A) jest absolutny i nieza-
lezny od bledu poczatkowego (poprzednich krokow):

€4 = €15 + 015 ||V (00) |loo (10.28)

dla € jak e; w (10.20) i é;4 jak w (10.22) i mniejszy niz uzyte w zmodyfikowa-
nym algorytmie uniformizacji z wykrywaniem stacjonarnosci ograniczenie btedu
0 aproksymacji rozktadem ustalonym.

Pozwala to na uzycie ograniczenia § zaleznego od pozostajacej do "wyko-
rzystania" wartosci ograniczenia btedu caltego rozwigzania a nie od ograniczenia
btedu pojedynczego kroku ea jak to zostato zaproponowane w oryginalnym al-
gorytmie w Malhotra, Muppala, and Trivedi, 1994. Zakladajac, ze model zostat
obliczony do czasu m,0 < m < T, to — aby zapewni¢ e; < e dla kazdego w(t),
t = (m,T] — powinno by¢ spelnione:

T T
ZGA <ep —éem oraz b, < ep — ZGA (10.29)

10.3 Modyfikacje poprawiajace wydajno$¢ uniformizacji
dla modeli narodzin i $mierci

Zastosowania modeli CTMC dla systeméw kolejkowych proponowane w litera-
turze sa na ogo6l ograniczone do relatywnie niewielkich systeméw — wynika to
ze wspomnianej w sekcji 10.1.1 ztozonosci obliczeniowej rosnacej z kwadratem
wielkosci systemu. Zagadnienie poprawy wydajnosci algorytmu uniformizacji
dla stosowanych w praktyce modeli CTMC znalazlo odzwierciedlenie w wielu
publikacjach — przeglad stosowanych w tym celu metod mozna znalez¢é m.in. w
(Moorsel and Haverkort, 1996).

Jedna z takich mozliwosci jest redukcja wspoétczynnika uniformizacji, dzieki
identyfikacji standéw, ktore moga by¢é osiagniete w trakcie analizowanego okresu
czasu. Na przyktad (Van Moorsel and Sanders, 1997) poréwnuje standardowy
algorytm uniformizacji z tzw. uniformizacja adaptywna (ang. adaptive uniformi-
zation - AU vs. standard uniformization - SU), w ktorej dyskretny proces Poisso-
na zostaje zastapiony procesem narodzin, ktéry generuje dla zadanego odcinka
czasu co najwyzej ta sama liczbe zdarzeri, w wyniku czego zostaje zredukowany
wspotczynnik uniformizacji, a co za tym idzie liczba niezbednych ewolucji pod-
porzadkowanego DTMC. Dodatkowo autorzy identyfikuja sytuacje, w ktorych
koszt obliczania jump probabilities procesu narodzin przewyzsza oszczednosci
wynikajace ze zredukowanej liczby iteracji w celu obliczania ewolucji DTMC,
tzn. zastapienie SU przez AU nie daje poprawy efektywnosci.

Inna mozliwoscia, prowadzaca réwniez do zmniejszenia wspoétczynnika uni-
formizacji, a co za tym idzie mniejszej wartosci gérnego ograniczenia k, jest
redukcja stanow zaproponowana w (Henzinger, Mateescu, and Wolf, 2009) i roz-
winieta w (Didier et al., 2009). Obydwie prace po$wiecone sg modelom CTMC
reakcji chemicznych (ang. chemical master equations), ktore charakteryzuja sie
nieskoniczona przestrzenia stanéw, jak réwniez nieograniczonym zakresem in-
tensywnoéci przejsé, i z tego powodu nie moga byé analizowane przy pomocy
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standardowych algorytmoéw numerycznych. Obejsciem tego ograniczenia zapro-
ponowanym przez autoréw jest analiza ewolucji systemu w krokach, w ktérych
zbior rozwazanych stanéw jest ograniczony do jedynie takich, ktorych prawdo-
podobieristwo wystapienia jest znaczace. Podobne podejscie moze by¢ rowniez
zastosowane dla systemow o skonczonej wielkosci, w ktorych liczba stanéw o
znaczacym prawdopodobienistwie wystapienia jest relatywnie mata w poréow-
naniu z wielkoScig systemu, w szczegblno$ci w interesujacym nas przypadku
Markowskich kolejkowych modeli narodzin i §mierci. Poprzez redukcje zbioru
uwzglednianych stanéw do K < K zmniejsza sic rowniez rozmiar wektora praw-
dopodobienstw stanéw v oraz macierzy prawdopodobienstw przejsé P a co za
tym idzie naktad pojedynczej operacji mnozenia wektora i macierzy do O(K ).

W przypadku gdy analizowane sa modele posiadajace jeden stan ustalony
(np. kolejkowe modele o ograniczonej pojemnosci) to dla v, (i), n = (0,..., K)
jak w 10.6, oraz

Vp(00) = lim v, (%) (10.30)
71— 00

bedacym rozkltadem ustalonym (granicznym) dla v(i)), wartos¢ dla dowolne-
go vy(i),i < k, gdzie k jest gornym ograniczeniem, bedzie dla kazdego n =
(0,..., K) zawsze pomiedzy v, (c0) and m,(0), gdzie w(0) jest rozktadem poczat-
kowym dla analizowanego odcinka czasu (kroku). Dodatkowo, mozna zalozy¢,
ze masa prawdopodobienstwa wektora stanu ustalonego jest skoncentrowana w
poblizu wartosci oczekiwanej, co jest spetnione w przypadku modeli narodzin i
$mierci, dla ktorych p, = A, /pint+1 < 1 (np. modele z wyktadniczym procesem
abandonment). Pozwala to na redukcje zbioru stanow do K = (s, ..., r), gdzie
s = min{sg, Soo } jest pierwszym a r = max{rg, 7} ostatnim stanem z istot-
nym prawdopodobienistwem wystapienia, okreslone dla wybranego ograniczenia
bledu e, takiej redukcji stanéw przez:

so—1 K
€sr €
domO) < 5r D> m(0) < 2 (10.31)
n=0 n=ro+1
Soo—1 ¢ K .
;O vn(00) < =7, nngvn(oo) < (10.32)

Zaproponowana heurystyka nie jest optymalna, szczegélnie w przypadku kie-
dy rozkltad prawdopodobienstw stanéw na koricu kroku rézni sie znaczaco od
stanu ustalonego. Niemniej jednak jej koszt obliczeniowy jest praktycznie pomi-
jalny w przypadku wykorzystania dla zawartej w dysertacji propozycji modyfika-
cji algorytmu uniformizacji z wykrywaniem stacjonarnosci, ktérego wyznaczony
z gory stan ustalony mozna wykorzystaé. Poniewaz w wiekszosci sytuacji anali-
zowanych m.in. przez (Green, Kolesar, and Soares, 2003) lub (Ingolfsson et al.,
2010), przyblizenia stacjonarne daja zadowalajace rezultaty, mozna oczekiwac,
ze sytuacje, w ktorych bedzie mozliwe aproksymowanie w granicach dopusz-
czalnego btedu dokladnego nieustalonego stanu systemu jego stanem ustalo-
nym, beda stanowily znaczaca czesé analizowanych przedzialow czasu, a co za
tym idzie, proponowane w dysertacji modyfikacje powinny przynosi¢ znacza-
cg poprawe efektywnosci w zastosowaniach praktycznych. W szczegélnosci do
zastosowan takich jak weryfikacja i dalsza optymalizacja planéw obsady uzy-
skanych za pomoca tatwych obliczeniowo przyblizen stacjonarnych. Natomiast
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w sytuacjach, w ktoérych stosowanie przyblizeni stacjonarnych prowadzitoby do
uzyskania blednych wynikéw (na przyktad dla systemoéw o duzej zmiennosci,
dtugich czasach obstugi lub duzych rozmiaréw) nieco zwiekszony w takim wy-
padku naktad obliczeniowy wydaje si¢ by¢ uzasadniony.

Kolejna mozliwoscia znaczacej poprawy wydajnosci obliczeniowej 10.6 jest
zaproponowana przez Didier et al., 2009 oraz Andreychenko et al., 2010 kon-
strukcja macierzy P w locie (ang. on the fly). Pozwala ona na rezygnacje z
przechowywania P w pamieci poprzez wyznaczanie niezbednych do kalkulacji
kolejnych ewolucji DTMC prawdopodobienistw przej$¢ bezposrednio z rownan
narodzin i $mierci danego modelu. W zwiazku z tym, ze nowoczesne CPU potra-
fia, poprzez wykorzystanie kolejkowania i sprzetowego zrownoleglenia, wykonaé
znaczacy liczbe operacji arytmetycznych w czasie wymaganym dla pojedyni-
czej operacji dostepu do pamieci operacyjnej (np. Burger, Goodman, and Kagi,
1996 lub standardowe podreczniki zajmujace sie wspolczesnymi architektura-
mi CPU), zmniejszenie zapotrzebowania algorytmu na pamieé kosztem dodat-
kowych operacji arytmetycznych moze przyniesé¢ znaczace przyspieszenie jego
pracy.

10.4 Eksperymenty numeryczne

Algorytm zaproponowany w rozdziale trzecim zostal zaimplementowany w je-
zyku C++ a nastepnie przetestowany przy uzyciu przykladéw symulujacych
typowe sytuacje, powodujace zmiane modelu w czasie, wystepujace w rzeczywi-
stych call center. W szczegblnosci w rozdziale czwartym przetestowany zostal
wplyw skokowej zmiany obsady przy stalym natezeniu przychodzacych zadan
obstugi oraz cigglych zmian natezenia procesu przychodzacych zadan obstugi,
wystepujacych z rézna intensywnoscig dla stalej liczby serweréw. Na przykia-
dzie o stalym natezeniu przychodzacych zadan obstugi pokazany zostal blad
wynikajacy z aproksymacji stanu nieustalonego na koniec analizowanego okresu
czasu (kroku) rozkladem stacjonarnym. Blad ten zgodnie z oczekiwaniami po-
zostawal znaczaco mniejszy niz jego ograniczenie d wykorzystywane do podjecia
decyzji o aproksymacji w danym kroku zgodnie z (10.23).

Poprawa efektywnosci obliczeniowej, bedaca rezultatem zastosowania propo-
nowanych w dysertacji modyfikacji algorytmu, wynika bezposrednio ze zmniej-
szonej liczby iteracji podporzadkowanego wektora DTMC (operacji mnozenia
wektor macierz) — w szczegblnosci, jezeli liczba iteracji potrzebna do podjecia
decyzji o aproksymacji rozwigzania danego kroku wartoscig stanu ustalonego
jest znaczaco mniejsza od liczby iteracji k (gérnego ograniczenia) potrzebnych
do jego wyznaczenia w algorytmie bez wykrywania stacjonarnosci. Oszczednosé
ta jest proporcjonalna do dlugosci odcinkoéw czasu w ktorych stan (zmiennego
w czasie) systemu jest zblizony do stanu stacjonarnego. Wyniki eksperymen-
tow przedstawione w dysertacji potwierdzaja wnioski zawarte m.in. w (Green,
Kolesar, and Svoronos, 1991) i (Green, Kolesar, and Soares, 2001) w ktorych
autorzy analizowali doktadnos$é przyblizen stacjonarnych dla zmiennych w cza-
sie systemow call center. W szczegolnosci poprawa efektywnoscei (wynikajaca ze
stacjonarnego przyblizenia w granicach z gory zalozonego btedu) jest najwieksza
w systemach o malej zmiennosci i krotkich czasach obstugi, maleje natomiast
wraz z wielkoScig systemu.

Dodatkowo dla modelu o statej liczbie serwerdéw przetestowany zostal wplyw,
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zaproponowanej w rozdziale trzecim, metody redukcji stanéw dla ztozonosci
obliczeniowej w funkcji wielkosci modelowanego systemu.

W celu oceny mozliwej do uzyskania poprawy efektywnosci dla zastosowan
praktycznych, w rozdziale piatym pokazane zostalo zastosowanie zapropono-
wanego w pracy algorytmu dla obliczenia wartosci service level dla realistycz-
nej prognozy ruchu wraz z przykladowa realistyczna obsada — analogicznie do
pojedynczego kroku metody optymalizacji obsady zaproponowanego przez (In-
golfsson et al., 2010) (przedstawionego w rozdziale drugim). Zestaw danych
do stworzenia prognozy ruchu, na podstawie danych rzeczywistego call center
sredniej wielkosci amerykariskiego banku udostepnionych przez (Mandelbaum
and Zeltyn, 2013), zostal wybrany identycznie jak w propozycji w (Kim and
Whitt, 2013). Dane przyktadowej obsady sa identyczne z obsada z dnia 26 maja
2001 znajdujacego sie réwniez w ww. zestawie danych, ktory zostat wybrany ze
wzgledu na zbieznosé liczby przychodzacych telefonéw w tym dniu z wynikami
prognozy opartej o dane calego zestawu danych (18-tu dni roboczych w maju
2001). Otrzymany wynik to ok. 50% redukcja czasu obliczern w poréwnaniu z
algorytmem nie wykorzystujacym wykrywania stacjonarnosci. Dodatkowo, po-
dobnie jak w rozdziale czwartym, eksperyment zostal powtérzony dla systemow
o wiekszym rozmiarze uzyskanych przez 10-cio i 100-krotne przeskalowanie ory-
ginalnych danych obsady i prognozy ruchu, w celu oceny poprawy efektywnosci
wynikajacej z zastosowania redukcji stanow.
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Rozdzial 11

Whnioski

Praca poswiecona jest modelowaniu systemoéw call center przy uzyciu niejed-
norodnych w czasie laiicuchéw Markowa z czasem ciaglym (CTMCs). Mode-
le kolejkowe sa powszechnie stosowane w praktyce zarzadzania operacyjnego
systemow obstugi, w tym w szczegblnosci organizacji §wiadczacych ustugi na
odlegtos¢ takich jak call center. Ze wzgledu na dominujaca role kosztéw oso-
bowych, dokladnos$é modeli uzywanych do celéw planowania obsady ma duze
znaczenie dla wynikow ekonomicznych tego typu organizacji. Modele pozwala-
jace na dokladniejsze odwzorowanie rzeczywistych systemoéw, w szczegédlnosci
ich zmiennosci w czasie oraz innych niz Markowskie rozktadéw czaséw obstugi
i charakterystyk opuszczania systemu (abandonment), niz powszechnie stoso-
wane stacjonarne przyblizenia oparte na modelach Erlang-C i Palm/Erlang-A
sa przedmiotem zainteresowania wielu osrodkéw badawczych. Niestety propo-
nowane dotychczas w literaturze metody zastosowania modeli odwzorowujacych
stany nieustalone zmiennego w czasie rzeczywistego systemu kolejkowego, jak
rowniez doktadniejsze odwzorowanie innych charakterystyk modelowanego sys-
temu byly uwazane za mozliwe do wykorzystania jedynie do modelowania rela-
tywnie matych rzeczywistych systeméw — gléwnie ze wzgledu na ich ztozonosé
obliczeniows.

W pracy zaproponowane zostaly modyfikacje algorytmu uniformizacji, beda-
cego standardowa metoda wyznaczania stanéw nieustalonych CTMCs. W szcze-
gblnosci wykorzystany zostal fakt, ze rzeczywiste systemy call center moga by¢
przez znaczaca czesS¢ czasu aproksymowane przy uzyciu ich stanéw stacjonar-
nych - bedacy réwniez, oprocz niskiej zlozonosci obliczeniowej i tatwosci im-
plementacji, przyczyna szerokiego stosowania w praktyce modeli opartych na
przyblizeniach stacjonarnych. W pracy zmodyfikowany zostal zaproponowany
przez Muppale i Trivediego mechanizm wykrywania stacjonarnosci w algorytmie
uniformizacji, tak aby uniknaé¢ problemu przedwczesnego jej wykrycia obecny
w dotychczasowych jego implementacjach. W szczegblnosci, zamiast propono-
wanej w literaturze analizy poszczegdlnych iteracji podporzadkowanego DTMC
— ktore nie daja gwarancji ograniczenia bledu uzyskanego przyblizenia stanu
nieustalonego — wykorzystane zostaly uzyskane numerycznie wtasciwosci prze-
biegu funkcji zbieznosci, do wyznaczenia z gory doktadnego btedu aproksymac;ji,
wyznaczonym inng metoda doktadnym rozktadem stacjonarnym. Oprocz ograni-
czenia bledu rozwiazania, propozycja ta pozwala réwniez na znaczaca poprawe
efektywnosci obliczeniowej algorytmu Muppali i Trivediego, dzieki mozliwosci
przerwania iteracji DTMC juz po niewielkiej ich liczbie (koniecznej jedynie do
okreslenia przebiegu funkcji zbieznosci — bez koniecznosci obliczania przyblizo-
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nego stanu stacjonarnego metoda iteracji DTMC).

Dziatanie algorytmu zostalo przetestowane na przykladach numerycznych,
odwzorowujacych typowe sytuacje zmiennosci w czasie rzeczywistych systemow
call center, ktore potwierdzily przewidywane wlasciwosci proponowanego algo-
rytmu. Dodatkowo, dla przyktadu ze zmiennym natezeniem ruchu przychodza-
cego zostal przetestowany wplyw dodatkowych modyfikacji algorytmu, wyko-
rzystujacych specyficzne wlasciwosci kolejkowych modeli narodzin i $mierci, na
ztozonosé obliczeniowa algorytmu w funkcji wielkosci analizowanego systemu.

Calosciowy wplyw zastosowanych zmian na efektywnos¢ proponowanego roz-
wigzania zostal przetestowany réwniez przy uzyciu danych rzeczywistego call
center amerykanskiego banku udostepnionych przez prof. Avishai Mandelbau-
ma z Uniwersytetu Technion w Hajfie. Dla call center $redniej wielkosci (tzn. ze
$rednia liczba ok. 200-300 i maksymalna ok. 500 dostepnych agentow), modyfi-
kacje poprawiajace efektywnos¢ operacji mnozenia wektora i macierzy pozwolity
na ok. 60-krotne zmniejszenie czasu obliczen w poréwnaniu z oryginalnym al-
gorytmem uniformizacji. Zastosowanie modyfikacji wykrywania stacjonarnosci
pozwolito na dodatkowe 2-krotne zwiekszenie efektywnosci obliczeniowej. Osia-
gnieta redukcja naktadu obliczeniowego jest szczegoélnie istotna dla zastosowania
przy planowaniu obsady (np. z wykorzystaniem programowania catkowitoliczbo-
wego zaproponowanego w Ingolfsson et al., 2010), gdzie konieczne jest wielokrot-
ne wyznaczanie wartosci service level przy zmieniajacej si¢ obsadzie. Zmniejsze-
nie zlozono$ci obliczeniowej w funkcji wielko$ci systemu pozwala rowniez na wy-
korzystanie dla systemoéw o dowolnej spotykanej w rzeczywistosci wielkogci. W
poréwnaniu z dotychczas prezentowanymi w literaturze metodami wykorzystu-
jacymi niejednorodne w czasie modele CTMC, ktore byly ograniczone jedynie do
modelu M/M/S, proponowana metoda umozliwia stosowanie dowolnych Mar-
kowskich kolejkowych modeli narodzin i $mierci, co zostalo zademonstrowane
przy wykorzystaniu realistycznego zaleznego od stanu Markowskiego kolejkowe-
go modelu narodzin i $mierci — uwzgledniajacego blokowanie przychodzacych
rozméw na skutek ograniczonej pojemnosci systemu, natychmiastowa rezygna-
cje z obstugi po stwierdzeniu faktu koniecznosci oczekiwania (banking) oraz
rezygnacje z obstugi po uplywie czasu cierpliwosci (abandonment), ktory byt
dotychczas wykorzystywany jedynie jako przyblizenie stacjonarne.

11.1 Kierunki dalszych badan

W zwiazku z tym, ze proponowane w dysertacji modyfikacje metody Muppali
i Trivediego nie sg ograniczone do kolejkowych modeli systeméw obstugi, be-
dacych przedmiotem zainteresowania pracy, moga byé¢ one wykorzystane row-
niez do analizy niejednorodnych w czasie CTMCs, w przypadku ktorych mozna
oczekiwaé, ze ich stan przez znaczaca czes$é analizowanego okresu czasu bedzie
zblizony do stacjonarnego. Jest to mozliwe w szczeg6lnosci dla modeli, dla kto-
rych istnieja efektywne metody wyznaczenia ich dokladnych stanéw ustalonych
z gory (np. przy wykorzystaniu rownan rownowagi szczegdtowej).

Innym interesujacym obszarem dalszych badan, wykorzystujacym stworzone
w niniejszej pracy narzedzia, moze by¢ ocena adekwatnosci bardziej doktadnych
modeli rzeczywistych systemoéw obstugi, proponowanych w dotychczasowej li-
teraturze jedynie jako rozwigzania stacjonarne, réwniez, dla uwzgledniajacych
stany nieustalone modeli zmiennych w czasie.
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